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Espacios Vectoriales (Resumen)
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1. Concepto de espacio vectorial

Definicién. Sea K un cuerpo y # un conjunto no vacio. Se dice que (¥, +,-) es un espacio vectorial
sobre K, o un K-espacio vectorial (se abrevia como K-e.v.) si se verifica que:

1. (#,+4) es un grupo abeliano (véase Resumen sobre Estructuras Algebraicas). Es decir,

+: ¥ x ¥ — ¥ es una aplicacién (es decir, + es una operacién interna en ¥) tal que

a) Yu,v,w € ¥ se cumple que (u+v) +w =u+ (v + w).

b) de € ¥ tal que Yu € ¥ se cumple que u + e = e + u = u. Al vector e se le llama vector cero y
se representa por 0.

¢) Yu € ¥ Jv € ¥ tal que u+v = v+ u = 0. Al vector v se le llama vector inverso de u y se
representa por —u.

d) Yu,v € ¥ se cumple que u+ v = v + u.
2. -: K x ¥ — ¥ es una aplicacién (es decir, - es una operacién externa en ¥') tal que
a) Yu,v € ¥y YA € Kse cumple que A (u+v) =A-u+ \-v.
b) Yu e ¥ y VA, pu € Kse cumple que (A+p)-u=\N-u~+ p-u.
c) Yu eV y VA pu € Ksecumple que (A-p)-u= X\ (- u).
)

d) Yu € ¥ se cumple que 1-u = u.

Observacién. A los elementos de ¥ se les llama vectores y a los elementos de K escalares.
Observacién. En un K-espacio vectorial se verifica que

1. 0-u=0,

2. A-0=0,
A (—v)=(=XAv)=—=(A-v)



2. Espacios Vectoriales Prototipo

Los siguientes ejemplos de espacios vectoriales son fundamentales en el desarrollo de la asignatura.

1. Sea , con K cuerpo. Se consideran la operacién interna
+: K" x K" - K»
(1, oy 2n), (Y1, - yn) = (@1, Zn) + W1y oY) = (@1 + Y1,y T+ Yn)
y la operacion externa
K x K” - K"
N (1, mn)) = A (1, ) = (A2, 0 ATy,

Entonces (K", +, ) es un K-e.v.

2. Sea ’”f/ = ///mxn(K)‘ el conjunto de todas las matrices m x n con coeficientes en un cuerpo K.

Entonces, (#pmxn(K),+,-) es un K-e.v., siendo + la suma usual de matrices y - el producto usual
de elementos de K por matrices.

3. Sea | ¥ = K,]t] | el conjunto de todos los polinomios univariados, en la variable ¢, con coeficientes

en un cuerpo K y cuyo grado es menor o igual que n. Entonces, (K,[t],+, ) es un K-e.v., siendo +
la suma usual de polinomios y - el producto usual de elementos de K por polinomios.

4. Sea | ¥ = K]t]| el conjunto de todos los polinomios univariados, en la variable ¢ y con coeficientes
en un cuerpo K. Entonces, (K[t],+,-) es un K-e.v., siendo + y - como en (3).

5. Sea I C R un intervalo de R (que eventualmente podria ser R) y sea| ¥ = .#(I,R) | el conjunto de

todas las funciones de I en R. Entonces, (% (I,R),+,-) es un R-e.v., siendo + la suma usual de
funciones y - el producto usual de constantes por funciones.

6. [Espacio Vectorial Producto] Sean (¥;,+,+), i = 1,...,n espacios vectoriales sobre K. Se considera
el conjunto ¥ = #1 x --- X ¥, asi como la operacién interna
+: V¥ - v
((ugy .. yup), (V1. oyon)) = (Uryee o ) + (V1,0 0n) = (U 4101, -0y Uy 9 Up)
y la operacion externa
Kx 7 - ¥

A (ugy e ytn)) = A (g, tn) = (A ugy ooy Ao ug).

(7,4, ) es un K-espacio vectorial que denominamos espacio vectorial producto.

3. Subespacio vectorial

En todo lo que resta de resumen, se asume que (¥, +,-) es un K-e.v.

Definicién. Sea # C ¥ un conjunto no vacio. Se dice que #  es un subespacio vectorial (se abrevia como
s.v.) de ¥ si (#',+,) es un K-e.v.

Teorema. (Teorema de Caracterizacién)
Sea W C ¥V, W # 0. Se verifica que

(1) Yu,v € # se cumple que u +v € #

Wesuns.v.de”f/{:}{ (2)VAeKyVue# secumple que A-u e ¥



Observacion.
1. {0} y ¥ son siempre s.v. de ¥
2. Wessv.de ¥V =>0eW.
3.0e# =W esuns.v.de V.

Definicién. Sean A, B C ¥ se define el conjunto suma como A + B = {uj +us |u; € A, ug € B}
Proposicion. Sean #1, #5 s.v. de ¥. Se verifica que

1. /AN#5esun s.v. de 7.

2. En general, 77 U #5 no es un s.v. de 7.

3. 1+ W5 esun s.v. de V.

Definicién. Sean #1, #5 s.v. de ¥. Si #1N#s = {0}, se dice que la suma #; + #5 es directa y se escribe
WD Wa.

4. La clausura lineal

Definicién. Una combinacién lineal en ¥ es una expresién del tipo Ajuj + -+ - + Asus, donde \; € Ky
u; € v

Definicién. Sea A C ¥ un conjunto no vacio. Se define la clausura lineal de A como el conjunto de todas
las combinaciones lineales que se pueden formar con los vectores de A y se representa como L(A).

Proposicién. Sea A C ¥ un conjunto no vacio. Se verifica que
1. AcC L(4)
2. Si A C B entonces L(A) C L(B).
3. L(A) esuns.v. de ¥

4. L(A) es el s.v. de ¥ mas pequeno que contiene a A; es decir, si # esuns.v.de ¥ y A C # entonces

LA Ccw.
5. Si A es un s.v. de ¥ entonces L(A) = A.
6. L(L(A)) = L(A)
Observacién. Por convenio, se define L(()) = {0}.
Teorema. Sean #;, #s s.v. de ¥. Entonces #1 + #o = L(#1 U #53).

5. Base de un espacio vectorial

Definicién. Sea # un s.v. de ¥. Se dice que G C # es un sistema generador de # si L(G) = #'.

Definiciéon. Sean u1,...,u, € ¥. Se dice que

1. {u1,...,u,} son linealmente independiente (se abrevia como 1.i.) si la igualdad

Mui + -+ \u, =0,

con \; € K, es sélo cierta si A\ =--- =\, =0.



2. {u1,...,u,} son linealmente dependientes (se abrevia como 1.d.) si existen escalares Ay, ..., A, € K|
no todos nulos, tal que

)\1’u,1—|----+/\7»u7»:6.

3. u € ¥ depende linealmentes de {uy,...,u,} (se abrevia como d.l.) si existen escalares A1, ..., A\, € K
tales que \jug + -+ - + A\puyp = u. Es decir, v d.1. de {uy,...,u,} < u € L({uy,...,u}).

Definicién. Sea # uns.v.de ¥ y B = {u1,...,u,} C # . Se dice que B es una base de # si £ es l.i.
y es sistema generador de 7.

Definicién. Sea & = {u1,...,u,} una base de un K-e.v. ¥. Vu € ¥, 3!\1,..., \, € K tal que
U= ANuy+ -+ Aup.

A (M, ..., \p) se le llama coordenadas de u respecto a A.

Observacién. En la definicién de base se ha asumido implicitamente que el conjunto de vectores es
finito. El concepto se puede extender al caso infinito, pero en esta asignatura no se profundiza en ese
aspecto.

Observacién. (Bases candnicas) Consultar Hoja 2 de Problemas.
6. Espacios vectoriales de tipo finito

Definiciéon. Se dice que un espacio vectorial es de tipo finito si posee un sistema generador con una
cantidad finita de vectores. En caso contrario, se dice que el espacio vectorial es de tipo infinito.

Observacién. (Clasificacién de los e.v. prototipo)
1. K" M xn(K), K, [t] son de tipo finito.
2. KJt], F(I,R) son de tipo infinito.
3. El tipo del espacio vectorial producto depende del tipo de sus factores.

Teorema. (Exitencia de bases)
FEn todo espacio vectorial, no nulo, de tipo finito existen bases.

Teorema. (Teorema de la base)
En un espacio vectorial de tipo finito ¥ todas sus bases tienen el mismo cardinal. A este ntmero se le
llama dimensién de ¥ y se representa como dim(%).

Observacién. Por convenio, dim({0}) = 0.
Observacion.
1. dim(K") = n,
2. dim( A xn(K)) = mn,
3. dim(K,[t]) = n + 1.
4. Si ¥; es de tipo finito para todo i € {1,...,7} entonces

dim(# x -+ x %) =dim(¥#) + - - - + dim(%,).



Proposicion. Sea ¥ un e.v. de tipo finito y # un s.v. de ¥. Se verifica que
1. dim(%?) < dim(7?).
2. W =¥ siy solo si dim(#) = dim(7).

3. Sidim(#) =ry{u,...,u.} C#, entonces {uy,...,u,} es base de # siy sélo si {u,...,u,} son
Li.

4. Si #1, W5 son s.v. de ¥ se cumple que

dim(#1 + #2) = dim(#1) + dim(#2) — dim(#1 N #3)

7. Métodos de Resolucién

En todo lo que sigue, ¥ es un K-e.v. Ademds, salvo en el Método 4 en el que ¥ = Z(I,R), se asume
que dim(¥") = n.

Método 1| ;Cémo calcular coordenadas?
Dada una base Z = {u1,...,u,} de ¥ y u € ¥, calcular las coordenadas de u respecto a Z.

1. Se plantea la ecuacién vectorial (uq, ..., u,,u son datos y A1, ..., A, son incognitas)

AMur + -+ Apu, = .

2. De la ecuacion vectorial se deduce un sistema de ecuaciones lineales, en las incognitas A, ..., Ay,
que es compatible determinado.

3. La solucién del sistema lineal son las coordendas buscadas.

Método 2| ;Cédmo obtener el vector a partir de las coordenadas?

Dada una base & = {ui,...,u,} de ¥ y las coordenadas (\i,...,\,) de u € ¥ respecto a A, obtener u.
Basta tener en cuenta la definicién de coordenadas:

U= AUy + -+ Apln.

Método 3| ;Cémo decidir la independencia lineal (caso finito dimensional)?

Dados {v1,...,un} C ¥, con m < n (obsérvese que si m > n entonces son, necesariamente, linealmente
dependientes), decidir si son L.i.

1. Se fija una base % de ¥'; en la préctica se toma %, si es posible, como la base canénica.

2. Se construye una matriz como sigue (aplicar Método 1 para la obtencién de cada fila)

’ coordenadas de v, en & ‘

’ coordenadas de vy en & ‘

M:

’ coordenadas de v,, en £ ‘




3. Sea T la triangulacién de M (véase Resumen sobre andlisis matricial). Si alguna fila de T" es nula,

entonces {v1,...,vy,} son L.d., en caso contrario son Li..
Método 4 [;Cémo decidir la independencia lineal (caso .#(I,R))?
Sea I un intervalo en R (eventualmente, I podria ser R) y # = Z#(I,R). Se quiere analizar si
{fi,.--, fx} € ¥ son Li. En primer lugar, se observa que la independencia lineal de funciones puede

depender del intervalo I (véase ejemplo en pizarra).

Definicién. Sean {f1,..., fx} C ¥ funciones derivables hasta orden, al menos, k — 1 en I. Se define el
Wronskiano de {fi, ..., fx} como el determinante
i o e
i
W{fl»:fk}(x) = det . .
k— k—
# DR 1 D)
Teorema. Sean {fi,..., fx} C ¥ funciones derivables hasta orden, al menos, k—1en I. Si {f1,..., fx}

son l.d. en I, entonces W{f1,-..,fk}(m) =0enVxel.

Observacién. La condicién anterior es necesaria pero no suficiente (véase Hoja 2 de Problemas). No
obstante, bajo ciertas condiciones relacionadas con ecuaciones diferenciales, el teorema se convierte en
caracterizacién.

Método 5| ;Cémo obtener una base a partir de un sistema generador?

Sea # un s.v. no nulo de ¥ (eventualmente, # podria ser ¥) y {v1,...,vn,} C # un sistema generador
de #'. Se quiere obtener una base de #'.

1. Sean %, M, T con en los pasos 1,2,3 del Método 3.

= Opcién-1: una base de # esta formada por los vectores de % que han generado las filas no
nulas de 7T'.

= Opcién-2: las filas no nulas de T son las coordendas, en A, de los vectores de una base de # .
Por tanto, basta aplicar el Método 2 a cada fila no nula de T, junto a &, para obtener una
base de #'.

Observacién. Desde el punto de vista computacional, resulta mas aconsejable la opcion-2.
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Método 7| ;Cémo manipular #1 + #57

La idea consiste en utilizar que
WA+ Wy = L(W3 U W),

Juntando una base de #] con una base de #5 se obtiene un sistema generador de #] + #5 y, por tanto,
se puede entrar en el diagrama del Método 6 por la celda de la izquierda.

Método 8| ;Cémo manipular #1 N #57

Juntando las ecuaciones implictas de #] con las de #4 se obtiene una coleccién de ecuaciones que define
W1 N Ws. Por tanto, aplicando el proceso O, descrito en el Método 6, se consiguen las ecuaciones implicitas
de 71 N Hs.

Cambio de Base

En el espacio vectorial ¥ se consideran las bases #; = {u1,...,un} y B2 = {v1,...,v,}. Sea u un vector
arbitrario de ¥'. Sea consideran las coordenadas de u en ambas bases. Sean

» (z1,...,x,) las coordenadas de u en % e
= (Y1,...,Yn) las coordenadas de u en Hs.
Se trata de expresar las coordenadas (y1,...,¥yy) en funcién de las coordenadas (x1,...,x,). De la defi-

nicién de coordenadas se tiene que
U=21Ul + -+ Tplp, U=Y101 + -+ Ynn.

Por tanto
T1UL + -+ TplUp = Y101 + -+ YnUp.

Por otra parte, como u; € ¥, consideramos las coordenadas de u; en la base %s; digamos que son
(a1, - - -, ain). De nuevo utilizando la definicién de coordenadas, se obtiene que:

YIVL T+ s+ YpUn = T1UL s+ Tl
= z1(a1,101 + -+ a10vn) + - F 2p(an101 + - - F Apntn)
= (al,lml R an,l'rn)vl R (al,n«rl + -+ an,nmn)vn'

En esta situacién, utilizando que {v1,...,v,} son Li. se concluye que

Y1 =0a11%1 + -+ G 1Tn

Yn = A1 pT1 + -+ AppTn

que se denominan Ecuaciones del cambio de base de #; a Hs. O bien:

1 a1l 0 Gpl r1
Un A1n - Ann T
Y X

A esta matriz se le llama
Matriz del Cambio de Base
de %1 a %2

Yy se representa como

M (B, B2) |.



Abreviadamente, se escribe

Y = M(By, %) - X

Observacion.

1.

2.

M (B, B2) es cuadrada de orden n x n.

La columna i-ésima de .# (%1, PB>) son las coordenadas de u; en HBs.

. Teniendo en cuenta el Método 1, asi como la observacién anterior, se deduce que .# (%, %A2) es

invertible.
,//(@2, %1) = //(@1, <@2)71

Proceso para el célculo de .# (%, %-).

Se calculan las coordenadas de u; en la base %y (apliquese el Método 1) y se colocan en la
primera columna de la matriz. Repitiendo en proceso para us, ..., u, se completa la matriz.

. Como se utiliza A4 (%1, Bs2).

Sea u € VY. La matriz 4 (%, %2) actia como un diccionario, traduciendo las coordenadas
de v en %, en las coordenadas de u en %s.

Coord. Coord.
deu |=| H#(%$1,%2) || deu
en %o en %




